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摘要:经典 Banach 空间(或者, 更一般地,度量空间)的嵌入理论, 一直是泛函分析研究的一个基本而重要的问题.它在
内容上包括空间分类,空间插值理论, 空间构造, / 万有0空间问题等等, 其自身也构成一个较大的理论体系.近年来,涉及
粗几何、非交换几何、群论、K-理论、C*-代数等多个现代数学领域的粗 Baum-Cone猜测和粗 Novikov 猜测这些深受关注
的课题,由于郁国梁和 Kar spar ov 等出色工作打通了泛函分析与上述领域的重大障碍, 这使得/ 嵌入0问题研究再次成为
人们关注的新课题.本文对于弱紧集、超弱紧集的一致嵌入理论的研究进展作一简述.
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v ikov 猜想、Gromov-Law son-Roenberg 正标量曲率猜
测、群 C*-代数幂等元问题等的粗几何,尤指粗 Baum-
Connes猜想和粗 Novikov 猜想, 与/粗嵌入0 竟有如
此本质内在的联系 ) ) ) 它们可以归结为有界几何(即
这样一个离散度量空间 8, 使得存在一个函数 f : 8 y
N,满足 8中任何一个以半径 r> 0的球所包含 8的点
都不超过 f ( r) )是否能够/粗嵌入0到一个 Hilbert 空
间或者一致凸空间, 这实质上是/嵌入0研究领域目前
国际同行高度关注的一个新课题[ 1-21] .
一般而言, 经典/嵌入0是指: ( i) 将一般度量空间
等距或几乎等距地映入某个 Banach空间; ( ii) 将某一
个或某一类 Banach 空间(线性、Lipschitz 或连续)同
胚地映入某个(类)性质更好的 Banach 空间的子空间;
( iii) 将一个 Banach空间某个具有良好拓扑性质和几
何性质的集合/线性0同胚地映入某个具有同样良好性
质的空间; ( iv) 从某一集合出发构造某类具有我们所
期望性质的 Banach空间.设( X , dX )与( Y , dY )为两个
度量空间, 映射 f : X yY 的连续模为w f ( t )= sup{ dY
( f ( x ) , f ( y ) ) : dX ( x , y ) [ t} ,其中 t> 0; f 的 Lipschitz
范数为 Lip( f ) = inf {
w f ( t)
t
: t> 0} . 称 f 为一致连续
的,如果 limt y 0+ w f ( t )= 0; f 为 Lipschitz的,如果 Lip
( f )< ] . 称 X 与 Y Lipschitz同胚, 如果存在 Lipsch-i
tz单射 f : X y Y , 使得其逆 f - 1也是 Lipschitz 的; 称
X 可 Lipschitz嵌入 Y, 如果 X 与 Y 的一个子集 Lips-
chitz同胚.类似的可定义线性嵌入和一致嵌入.
以上 4类嵌入的代表性研究分别为: ( i) 早期是寻
求/万有 ( U niv ersal) 0空间, 进入 20 世纪 50 年代之
后,则是以著名的 Dvo retzky 定理为基础的局部理论,
或凸几何. 例如著名的 Banach-M azur 万有定理告诉
我们, 每个可分的度量空间都可以等距于 C[ 0, 1]的一







限维的 Hilbert 空间. 它还包括范数的等距延拓和逼
近、再赋范理论等[ 2, 22-24] ; ( ii) 以广泛应用于偏微分方




; ( iii ) 以著名的 Davis-Fig ie-l Johnson-
Pelzyski嵌入定理[ 1, 30-31] 为代表的理论研究, 即 Ba-
nach空间的每个弱紧集都可以弱-弱同胚于某个自反
Banach空间的子集; ( iv ) 以 Bour gain为求解非线性
偏微分方程而构造的一类 Banach空间( 1994年 Fields







的关注,最具代表性的成果应归于 Davis-Fig ie-l John-
son-Pelzyski引理[ 30] , 它保证了 Banach 空间的每个
弱紧子集均可/弱0嵌入进某个自反 Banach空间, 这一
定理在算子分解、弱紧生成空间的刻画等问题上具有
重要应用[ 31] . 而文献[ 38-40]进一步表明此弱嵌入也
是/强0嵌入.本节主要取材于参考文献[ 38-40] .下面便是
改进的 Davis-Fig ie-l Johnson-Pelzyski引理.
引理 1  设( X , +#+ ) 是一个 Banach 空间,其闭
单位球为 BX ,W 是X 的绝对凸有界子集.对每个正整
数 n,令 Un = 2nW + 2- nB X . 用 +# +n 代表由 U n 生成
的 Minkow ski泛函,即 +x + n= inf { A> 0: x I AUn } , x
I X . 定义| x | = E
]





和 Y= { x I X : | x |
< ] } .用 C 代表 Y 的|#|-闭单位球. 设 j : Y yX 是自
然包含映射.则
( i) W < C;
( ii) ( Y , |#| )是 Banach空间,并且 j 是连续的;
( iii) 当限制在 W 上时, j - 1是+#+-范连续的;
( iv ) j
* *
: Y





( X ) ;
( v) dens ( Y, |#| )与 dens( Y , +#+ )相等; (因此
( Y , |#| )是可分的当且仅当( Y , +#+)是可分的. )
( vi) ( Y , |#| )是自反的当且仅当 W 是 X 的相对
弱紧集.
此引理中构造的空间 Y 称为插值空间, 其中,
dens( X )表示 Banach空间 X 的稠密子集的最小基数,
称为 Banach 空间 X 的稠密性指标基数.
此仿射一致嵌入一般不能加强为 Lipschitz嵌入,
因为若Banach空间 X 的一有界闭凸集C 可 Lipschitz
嵌入某自反 Banach空间 Y ,则 C的闭线性张spanC是
自反的
[ 40]
.设 C和D 分别为 Bnach 空间 X 和 Y 中的
凸集,映射 f : C yD 称为是仿射的, 如果 f ( Ax + (1-
A) y )= Af ( x )+ ( 1- A) f ( y ) , x , y I C,并且 0 [ A[ 1.
设 C是 Banach 空间( X , |#| )的一闭凸集,称 C具
有 2R 性质(特别的, w2R性质) ,如果对每个有界序列
( x n) < C,条件 2( | x m | 2 + | x n | 2) - | x m+ x n | 2 y 0蕴
含着( x n)是收敛的(特别地,弱收敛的) . 此时, 我们也
称范数|#|在 C 上具有 2R(特别地, w 2R)性质.
作为上面引理 1的应用, 我们在文献[ 40]中证明
了下述关于弱紧集的特征定理.




( iii) X 存在等价的范数使之限制在 C 上具有
w2R性质;
( iv) 共轭空间 X * 上存在 w *-下半连续的半范数
p ,使得 p
2
处处 Frchet 可微. 作为它的推论, 我们还
有
( v) X 是弱紧生成空间的充分必要条件是X
*
上
存在一个 w *-下半连续 Frchet光滑的连续范数.
同样作为弱紧集仿射一致嵌入的应用, 在文献
[ 40]中我们建立了弱紧集版的 Odel-l Schlumprecht定
理:
定理 2  设 C是 Banach空间( X , +#+)的一有界
可分闭凸集,则 K 是弱紧的当且仅当在X 上存在一
等价范数|#| , 使得( C, |#| )具有 2R性质.
特别的, 当 C 为 Banach 空间 X 的闭单位球 B X
时,定理 1的( iii)即为 HÀjek-Johanis定理 [ 41] ; 而定理
2就是 Odel-l Schlumprecht 定理[ 4 2] .
2  超弱紧集的嵌入
众所周知, 超自反空间或一致可凸化的 Banach空
间是非常重要的一族自反 Banach空间, 其在 Banach
空间理论和应用中占有重要地位. 自 20世纪 70年代
初 James引入 超自反空间概念以来,超自反空间的等
价特征及其应用均已取得了丰富成果 (例如, 见文献








具有指数型模的等价一致凸范数) . Enflo-Piser 的结
果被认为是再赋范理论最为经典和深刻的结果,是再
赋范理论的里程碑. 他们的结果在线性及非线性泛函
分析上具有重要应用 [ 1, 22] .
但是我们应该看到在许多情况下整个空间的一致
凸性或超自反性的假设是不必要的, 因为有时我们仅
仅需要局部化的条件. 例如, Kirk [ 44] 非扩张映射的不
动点定理说明只要一个有界闭凸集 C 具有正规结构
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和弱紧性便可保证其上的非扩张映射具有不动点. 对
比弱紧集可视作自反空间概念的局部化和推广,我们




的 Enf lo 一致凸化结果. 为此我们在文献[ 39]给出并
研究了超弱紧集的概念. 得到每个超弱紧集可嵌入一
个自反且/相对一致凸空间0; 并得到了局部版的 En-







范技巧以及 Gro thendieck型引理, 并给出了其重要的
凸函数特征, 然后利用我们改进的 Davis-Fig ie-l John-
son-Pelzyski引理以及下卷积方法, 最后证明了一个
有界闭凸集为超弱紧的, 当且仅当其可一致凸化.






定义 1  设 X 和 Y 是两个 Banach 空间. 我们称
X 在Y 中有限表示,如果对每个 E> 0以及每个有限维
子空间 M < X ,存在子空间 N < Y 及一个线性映射 T :
M yN ,使得+T +#+T - 1 + [ 1+ E.
现在我们将用单形和仿射映射分别来代替定义 1
中的线性子空间和线性映射.
定义 2  设 A < X , B < Y 是两个非空子集. 我们
称 A 可在B 中有限表示(简记为 A B ) ,如果对每个
E> 0及每个顶点在集合 A 的 n-单 S ( A ) ,都存在顶点
在 B 的n-单S (B ) ,使得 S( A )可(1+ E)-仿射嵌入进 S
(B) .
对某个E> 0,称凸集 A 可( 1+ E)-仿射嵌入进凸
集B .如果存在仿射映射 T: A yB 满足
(1- E) +x- y + [ +T x- Ty + [ (1+ E)
 +x- y + , Px , y I A .
显然,集合 A 的每个子集均在A 中有限表示. 现
在对比超自反空间的定义( Banach 空间 X 是超自反
的,当且仅当每个在 X 中做有限表示的 Banach空间
Y 均是自反的) , 我们可以自然地引入超弱紧集的定
义.
定义 3  Banach 空间的 X 中的一有界弱闭集 C
称为是超弱紧的,如果每个在 C 中有限表示的有界弱
闭集D 均是弱紧的.
2. 2  超弱紧集的树特征
James在研究超自反空间时引入了刻画超自反空
间的重要几何工具 ) ) ) 树,并得到了超自反 Banach空









定义 4  设 X 是一个 Banach 空间, E> 0并且 n I
N.集合 A, A n < X , 被定义为






: Ei= 1, 2且 i= 1, 2, ,, n} ,
则






















, 2 ) , ( 1)
+( x E1, E2 , ,, Ek , 1- x E1 ,E2, ,, Ek , 2 + \E, ( 2)
其中 k= 1, 2, ,, n- 1.
( ii)子集 A 称为是一( ] , E)-树, 如果对所有的 n,
A n 为( n, E)-树.
定义 5  设 C 是 Banach 空间 X 的一非空凸子
集. 我们称
( i) C 具有有限树性质, 如果存在 E> 0使得对每
个 n I N在 C中存在一( n, E)-树;
( ii) C 具有无限树性质, 如果对某个 E> 0在 C 中
存在一无( ] , E)-树;






2. 3  超弱紧集的一致凸化特征
本节主要是在超弱紧集上建立局部版的 Enf lo 关
于超自反空间的一致凸化特征. 设 f 是 Banach 空间
X 的一非空凸集C 上的一凸函数, f 称为一致凸的.如
果对每个 E> 0,存在 D> 0,使得对 C 中的点 x , y ,只
要+x- y + \E,则 1
2




称为是可一致凸化的,如果存在 X 上的等价范数|#| ,
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使得对每个 x 0 I C, f = B|#- x 0 | 2在 C上是一致凸的.
我们首先建立了超弱紧集的 E-一致凸函数特征,





基础, 构造出了满足一定凸性条件的 M inkowski泛
函;并建立了超弱紧集版的 Gr othendiek引理:
Banach空间 X 的一非空闭凸集 C 是超弱紧的,
当且仅当对每个 E> 0存在超弱紧凸集 CE< X 使得
C< CE+ EB X .
联合这些结果运用到引理 1, 现在我们可以给出
超弱紧集的嵌入结果:
定理 3  设 K 是 Banach 空间( X , +#+)的一非
空超弱紧凸集. 则存在一自反 Banach空间( Y , |#| )使
得
( i) K - K < BY < X ;
( ii) 在 Y 上|#|-拓扑严格强于 +#+-拓扑;
( iii) 空间( Y , |#| )相对于范数 +#+是一致凸的,
即对任何 ( Y , | # | ) 中的有界序列 ( x n) , ( yn ) , 如果
2( | x n | 2+ | y n | 2)- | x n+ y n | 2 y 0,则 +x n- y n + y 0;
( iv) 均衡集 K- K 可仿射一致嵌入进 Y.
对比弱紧集可嵌入自反空间, 我们当然希望超弱
紧集也可嵌入超自反空间.但遗憾的是这点无法实现,











了/粗嵌入0的概念. 给定两个度量空间( X , d X ) , ( Y ,
dY ) ,称映射 f : X y Y 为粗嵌入, 如果存在两个无界且
真增函数 Q? : R+ yR+ ,使得对每个 x , y I X ,
Q- ( dX ( x , y ) ) [ dY ( f ( x ) , f ( y ) ) [
 Q+ ( dY ( x , y ) ) .
称X 可粗嵌入Y, 如果存在从 X 到 Y 的粗嵌入映
射.易见粗嵌入不一定是连续的;且当 Q? 为线性函数
时粗嵌入 f 为大尺度 Lipschitz的.映射 f : X yY 称为
是大尺度 Lipschitz的,如果存在正数 K1 , K2 和 c,使得
对所有 x , y I X ,
K1 dX ( x , y )- c [ d Y ( f ( x ) , f ( y) ) [
 K2( dX ( x , y ) )+ c.
注意到等距映射为粗嵌入,每个度量空间 X 均等
距嵌入进 l ] ( X ) ,每个可分度量空间均可等距嵌入进
C[ 0, 1] ,以及可分 Banach 空间均可赋上等价的严格
凸范数,立即得到下面粗嵌入的例子: ( i) 每个度量空






概念 ) ) ) 有界几何空间 ( bounded geometr y space) .
我们称一个度量空间( X , Q)为一个有界几何空间, 如
果存在实值函数 f : R+ yN使得对任何 x I X , r > 0,







合作证明了粗几何 N ovikov 猜想对于可
粗嵌入到一致凸空间的有界几何空间也是成立的. 这
















limdy ] K * ( P d ( #) )到 Roe 代数的 K-理论群 limdy ]
K * ( C
*
( #) )有一个指标映射 L,粗 Baum-Connes猜想
断言这个指标映射为同构, 从而提供了计算 Roe代数
K-理论群的有效途径. 因此, 粗几何上的指标理论的
中心问题就是解决粗 Baum-Connes猜测[ 3-10, 19, 49-51] .
应该说,在 1999- 2000 年间,粗几何上的指标理
论的研究取得了重大进展,一方面, Yu 利用局部化技
术结合其他工具对/一致可嵌空间0证明了粗 Baum-
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Connes猜测,从而对相当广泛的空间类证明了 No-
v ikov 猜测, 并引出 C
*
-代数理论的正合问题与 No-
v ikov 猜测的有趣联系; 另一方面, Gr omov、Higson、








[ 2, 11-13, 16-18]
;另一方面我们注意到并不是每个可分度
量空间都可以粗嵌入进超自反空间或等价的一致凸空
间[ 12-13] ,特别的,最近 Lafforgue[ 15]举例说明存在一有
界几何(膨胀图)不能粗嵌入进任何超自反空间,这使
得关于向超自反空间的粗嵌入问题的研究变得极其复






自反空间 [ 12-13] . 因此, 寻求更多的度量空间(特别的
Banach空间)的嵌入特征,成为这一研究领域的长久
课题之一.
最后, 我们通过 Davis-Figie-l Johnson-Pelzyski
构造,以一个有界几何空间可以一致嵌入到一个一致
凸的充分条件结束本文.
定理 4  设( X , +#+)是一个 Banach空间其闭单
位球为 B X , W 是 X 的绝对凸有界子集. 对每个正整
数 n,令 Un= 2nW + 2- nB X . 用+#+n 代表由 Un 生成
的 Minkow ski泛函,即
+x + n= inf{ A> 0: x I AUn} .





2和 Y= { x I X :
| x | < ] } . 用 CY 代表 Y 的 | #|-闭单位球. 设 A =
{ x i }
]
i= 1是一个有界几何空间, 令 W = co { ? x
i +x i +} .
如果 CY 在X 中有相对内点,则 A 可一致嵌入到一个
超自反空间中.
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On Uniform Embedding of Metric Spaces
CHENG L-i xin, CH ENG Qing- jin
*
( School of Mathematical Sciences, X iamen Univ ersity , X iamen 361005, China)
Abstract: The embedding theo ry o f classical Banach spaces( o r, mo re generally , metr ic spaces) has been a fundamental and impor tant
research topic in functiona l analy sis. In this paper , w e present br ief intr oduction concerning unifo rm embedding o f w eakly compact
sets and super weakly compact convex sets of Banach spaces.
Key words: ( coar se) embedding ; ( super- ) weakly compact ; ( super- ) reflex iv e space; Banach space
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